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Multiple lineare Regression: Definition

Seien Y und Xj, ..., X,, numerische Zufallsvariablen auf demselben Wahr-

scheinlichkeitsraum mit endlichen Erwartungswerten, positiven, endlichen

Varianzen, sowie invertierbarer Kovarianzmatrix 2. Dann heil3t die Regres-

sion £E(Y| Xy, ..., X)) linear in (X1, ..., X)), falls

E(Y| Xy, oy X)) = By + B1 Xy + B X+ + B, Xy
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Multiple lineare Regression: Spezialfalle I

Bei der obigen Definition setzen wir nicht voraus, dass die Regressoren X,
..., X,,, unabhangig voneinander definiert sind. In Kapitel 9 haben wir bereits
darauf hingewiesen, dass z. B. auch die einfache quadratische Regression

E(Y| X) linear in (X, X ) ist, falls also gilt:

E(Y|X)=By+ B X+BrX~.



Multiple lineare Regression: Spezialfalle 11

Ein weiterer Spezialfall, den wir bereits im Kapitel iiber die bedingte

lineare Regression kennen gelernt haben, ist

E(Y Xy, Xp) = Bo + By Xy + Py Xy + 3 X - X5
Auch hier ist die Regression E(Y| X, X,) linear in (X, X,, X;-X,) und es
gilt:

E(Y|X19X2):E(Y|X19X29XI'XZ)'



Multiple lineare Regression: Spezialfalle I11

SchlieBlich sei1 explizit auch noch einmal auf den Fall eines qualitativen

Regressors X mit n Werten xq, ..., x,, hingewiesen. Das Zellenmittelwert-

modell
EY|X)=Bg+B L1+ Py Lp + ...t B, -L,, mit B=

wobei [, , ..., I, die Indikatorvariablen fur die Werte xy, ..., x,, sind, ist
ebenfalls ein Spezialfall der multiplen linearen Regression. Die Regres-

sion £(Y | X) 1st stets linear in ({4, ..., /,), auch dann, wenn die

Regression E£(Y | X') nicht linear in (X) 1st.
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Eigenschaften des Residuums

Das Residuum

e =Y-EY|X, ... X))
besitzt die bekannten Eigenschaften
E(e)=0,
E(e| Xy, ..y X)) =0,

Covle, f(Xy, ..., X,)] =0,

Cov(e, X;))=0 furi=1,...,m,

wobei f(X7, ..., X,,) eine beliebige numerische Funktion der Regressoren

bezeichnet.



Darstellung in Matrixnotation I

Fasst man die Regressoren zu dem Zeilenvektor x' = (X; ... X)) und die
Regressionskoeffizienten 34, ..., 3,, zu einem m-dimensionalen Spaltenvektor
B=(@B; .- B,,) " zusammen, so lasst sich die multiple lineare Regression nun
in Matrix- bzw. Vektornotation auch folgendermaf3en schreiben:
P
E(y|x)=Bo+x"B=Po+ (X1 ..X,)| :

P

Auch hier wird der Regressand als Vektor y = (Y) aufgefasst, der eben nur

aus einer einzigen Komponente, ndmlich Y, besteht. Daher ist auch [, eine

reelle Zahl.
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Darstellung 1n Matrixnotation 11

Definieren wir den Zeilenvektor 7' := (1 Xj ... X)) und den Spaltenvektor

Y=y By --- B,) ' so konnen wir die letzte Gleichung auch wie folgt

schreiben:

Bo

o 10 =E@|9=2'y=0 X .. X,)| "

B



Identifikation der Regressionskoeffizienten I

Zur Identifikation von B, und der Komponenten von 3 = (B; ... B,,) " greift man

auf die Erwartungswerte des Regressanden und der Regressoren sowie die

Kovarianzmatrizen 2, und X, zuriick. Fiir die Konstante [, ergibt sich:

Pi
Bo=E(y)—Ex)' B =EX)-[EX)) ... E(X,)]|
P

10
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Identifikation der Regressionskoeffizienten 11
Multipliziert man beide Seiten der folgenden Gleichung
2,y = Cov(x, y) = Cov(x, By +x' P + &= Covix, Byt P'x+ &)
= Covix,x) B=2,.B
mit . vor, so folgt
S T B= T 2y

Da £ X _ =1 die Einheitsmatrix ist, folgt daraus

XX XX

_ -1
B=21x Ly
Damit haben wir eine Formel zur Berechnung der Regressionskoeffizienten

aus den Varianzen und Kovarianzen der Regressoren und des Regressanden.

11
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Identifikation der Regressionskoeffizienten bei
zwel Regressoren 1

Im Fall mit zwei Regressoren X; und X, erhélt man die bereits aus Kapitel 9

bekannte Gleichung

Bo=E(Y)—E(x)'B=EY)—[B, EX) + B, E(Xp] = E(Y) — B, E(X)) — By E(Xy).

Die Kovarianz und die Varianz-Kovarianzmatrix lauten

s Var(X;)  Cov(X{,X,) ind S — Cov(X,Y)
o Cov(X,X,)  Var(X,) Y Cov(X,,Y) |

Die Kramersche Regel aus dem letzten Kapitel liefert:

2;; _ 1 ( Var(X,) —Cov(Xl,Xz)j.

Var(X,) Var(X,)—Cov(X;, )(2)2 —Cov(Xy,X,) Var(X;)
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Identifikation der Regressionskoeffizienten bei
zwel Regressoren 11

Multipliziert man X mit 2., folgen:

Var(X,) Cov(X,Y)—Cov(X,,Y) Cov(Xl,Xz)
Var(X,) Var(X,)— Cov(Xl,Xz)

B1=

Var(X;) Cov(X,,Y)—Cov(X,,Y) COV(XI,Xz)
Var(X,) Var(X,)— COV(XI,Xz)

B2~

13
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Der multiple Determinationskoeffizient

Fiir die Varianz Var[E(y|x)] der Regression gilt:

Var[E(y|x)] = Var(By +x'B) = Var(x'P) = Var(B' x) =B’ Var(x) B =
=P’ Z B,

Dabei sind Var(x) = X, die (m x m) Varianz-Kovarianzmatrix der Regres-
soren Xy, ..., X,, und B der m-dimensionale Spaltenvektor der Regressions-

koeffizienten B, ..., B,,- Der multiple Determinationskoeffizient ergibt sich

dann wie folgt:

Ry x,...x. = [B' Z B/ Var(Y).

.....
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Der multiple Determinationskoeffizient:
Spezialfalle

Im Fall mit zwei Regressoren X; und X, erhilt man die bereits aus Kapitel 9

bekannte Gleichung
R2Y|X1,X2 = [B% VCI’”(XI) + B% VaV(Xz) +2 Bl BZ COV(XI,Xz)] / VCU’(Y).

Fiir den Spezialfall, dass alle Regressoren paarweise unkorreliert sind, ver-

einfacht sich der Ausdruck fiir den multiplen Determinationskoeffizienten zu

R)2’|X1,...,Xm - (Z [31'2 Va’”(Xi)] Varl(Y)°

i=l1

15



Multiple lineare Quasi-Regression: Definition

Definition 14.2. Unter den gleichen Voraussetzungen wie in Definition
14.1 definieren wir die multiple lineare Quasi-Regression, die wir mit
oYXy, ..., X)) oder Q(y|x) bezeichnen, als diejenige Linearkombination
Bo+ By X7 +...+ B, X, =Bo T+ B’ x der Komponenten von x = (X; ... X)),

die folgendes erfiillt:
Y=Bg+ P X;+..+B, X, +V
mit
E(v)=0,
und

Cov(v, X{)= ... =Cov(v, X,,) =0.
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Multiple lineare Quasi-Regression:
Alternative Definition

Definition 14.3. Unter den gleichen Voraussetzungen wie zuvor, konnen wir

Q(y|x) auch als diejenige Linearkombination By + x' B definieren, welche die

folgende Funktion von by und b, das Kleinst-Quadrat-Kriterium, minimiert:
LS(by, b) = E[[Y - (by + x' B)]*].

Diejenige Zahl by und derjenige Vektor b, fur welche die Funktion LS(b,, b)

ein Minimum annimmt, seien mit 3 und B, respektive, bezeichnet. Die mul-

tiple lineare Quasi-Regression ist dann definiert durch:

OWw|x) =Py +x"P.

17
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Der Determinationskoeffizient der multiplen
linearen Quasi-Regression

Fir die Bestimmung der Regressionskoeffizienten der multiplen linearen
Quasi-Regression gelten tibrigens analog die gleichen Formeln wie fiir die
entsprechenden Koeffizienten der echten multiplen linearen Regression.
Ebenfalls gleich ist die Berechnungsformel fiir den Determinationskoeffizien-

ten der linearen Quasi-Regression, d. h. es gilt

O ix....x, = VarlOWw |X)]/ Var(Y) = [B' £, B]/ Var(Y).

18



Statistische Modelle zur multiplen
linearen Regression

Bisher haben wir nur ein Einzelexperiment betrachtet: Ziehen einer Beo-
bachtungseinheit u# aus der Population und Registrierung der Werte des
Regressanden und der Regressoren. Statistische Modelle beziehen sich je-
doch auf N Zufallsexperimente, in denen Informationen liber die zu schit-

zenden Parameter gesammelt werden.

19



Modelle mit stochastischen Regressoren

Modelle mit stochastischen Regressoren bestehen aus der N-maligen Wiederho-
lung unseres bisher betrachteten Einzelexperiments. Dies fiihrt dazu, dass man
nicht mehr nur einen einzigen Regressanden Y und m Regressoren betrachten

muss, sondern N Vektoren (Y; X;; ... X;,), i =1, ..., N, die jeweils das Ergebnis

des i-ten Zufallsexperiments reprisentieren. Uber diese Vektoren kann man un-

terschiedliche Vertellungsannahmen machen, z. B. dass die (¥; X;; ... X;,) unab-

hangig sind und jeder dieser Vektoren (m + 1)-variat normalverteilt ist.

20
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Modelle mit festen Regressoren

Mit einem anderen, weitaus haufiger verwendeten statistischen Modell,
schiatzt man innerhalb der Wertekombinationen x,, ..., x,, der Regressoren
Xy, ..., X, die Erwartungswerte £(Y | X; = xq, ..., X, = x,,,) von Y, indem man
innerhalb dieser Wertekombinationen den Regressanden Y mehrfach beobach-

tet. Die Werte x, ..., x,, der Regressoren sind dabei also nicht mehr zuféllig,

sondern werden als feste Grofen betrachtet, die das Design des Experiments
charakterisieren. Man spricht daher auch von Modellen mit festen oder nicht-
stochastischen Regressoren. Das wichtigste dieser Modelle mit festen Regres-

soren 1st das Allgemeine Lineare Modell.

21
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Das Allgemeine Lineare Modell (ALM) ist durch die folgenden Annahmen definiert:
y = Xp+e
g ~N(0,c° 1),

Dabei bezeichnet y = (Y ... ¥, ... Y5)' nun den Spaltenvektor der fir eine Stichprobe

des Gesamtumfangs N zu erhebenden ,,abhidngigen* Variablen. Die so genannte Design-
matrix X besteht aus N x (m + 1) festen Zahlen. Dabei besteht jede Zeile von X aus den

Vektoren x;' :=(1 x;; ... x;,,), eben den Wertekombinationen der Regressoren, innerhalb
derer die Beobachtung Y, erhoben wird und der vorangestellten Konstanten 1, die dazu
fuhrt, dass die Regressionskonstante 3, die erste Komponente von B = (B By ... B,,) 1st.

Der Vektor e =(gq ... ¢; ... ey) ' schlieBlich enthilt die Residuen Y; — (x;' B).
22
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Das Allgemeine Lineare Modell 11

Die zweite Annahme besagt, dass ¢ mit Erwartungswertvektor £(g) = 0 und
der N x N —-Kovarianzmatrix X, = o” I multivariat normalverteilt ist. Die Re-
siduen ¢; sind also unkorreliert und haben gleiche Varianzen. Letzteres ist die

so genannte Homoskedastizititsannahme.

Folgerungen aus den Annahmen des ALM sind zunéchst:

E(y)=XB,

und



Das Allgemeine Lineare Modell: Identifikationen

Ist X' X invertierbar, so gilt
f=XX) "Xy

zur Schiatzung des Vektors der Regressionskoeffizienten. Diese Formel erhilt man
durch die Minimierung der Kleinst-Quadrat-Funktion

LS(b)=(xy—-Xb) (y — Xb).
Weiter ist noch

Z,B,B G’ X' X)_

von Bedeutung, die Kovarianzmatrix dieser Schatzer. Die Wurzeln aus den diagonalen

Komponenten von 2 34 sind die Standardschétzfehler der Regressionskoeffizienten.

24



Schatzer des Determinationskoeffizienten

SchlieBlich se1 noch die Formel zur Schitzung des Determinationskoeffi-

zienten genannt:

P2 y'XB-N-Y?2 _ Quadratsumme der Regression

5

y'y—-N- Y ? Quadratsumme Gesamt

wobei ¥ = (1/N)- Y %; .

25



Formulierung von Hypothesen I
Wie wir in diesem und den vorangegangenen Kapiteln gesehen haben, lassen sich
mit der multiplen linearen Regression durchaus auch komplexe und nichtlineare
Abhiangigkeiten beschreiben. Dabei gibt es zwei grundsatzliche Strategien.
Erste Strategie: Vergleich zwischen
OY | X1, X0y ooy Xn—p)=v0 11 X1+ oo H ¥ —p X

und
EY | Xy, ..., X)) =Bo+B1 X1+ ...+ B X

Die zu testende Nullypothese kann dann in dre1 Versionen formuliert werden:

Hy: Bm—p+1 =Bm—p+2 = - =Pm=0 Version 1
Hy: O(Y | X1, . Xip—p) = E(Y [ X1, Xp, ..., X)) Version 2
26 H() RY|X1, - QY|X1, "'9Xm—p =0 Version 3
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Formulierung von Hypothesen 11

Die zweite Strategie ist noch allgemeiner: Man formuliert eine Hy in der Form

Hyp: AB-0=0,
der Allgemeinen Linearen Hypothese und testet diese mit einem Programm
wie z. B. Systat oder SPSS (iiber Syntax) direkt, indem man die Matrix A und
den Vektor 6 gemal} seiner Hypothese spezifiziert. Die Matrix A muss p < m

linear unabhéingige Zeilen enthalten.
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Signifikanztests im ALM

Will man die Nullhypothese Hy: B,,_,+1 = Bp—p+2 = - = By, =0, testen, schétzt man zunéchst

den Determinationskoeffizienten R é fur die Regression und dann IAQQZ fur die multiple lineare Quasi-
Regression. Dabei beachte man, dass dies jeweils mit unterschiedlichen Designmatrizen und unter-
schiedlichen Regressionskoeffizienten geschieht. Mit diesen Schiatzungen IQL,% bzw. ﬁé der beiden
Determinationskoeffizienten geht man dann in die Formel

_ (Re-RY)/p

C(A=-R2)/(N-m~-1)’

F

die unter den Annahmen des ALM und der Giiltigkeit der Nullhypothese eine F-verteilte Teststa-

tistik liefert, mit den Zahlerfreiheitsgraden df; = p und den Nennerfreiheitsgraden df;, = N —m — 1.

Dabei sind m die Anzahl der Regressoren in der multiplen linearen Regression, p die Anzahl der

Parameter, die laut Nullhypothese gleich null sein sollen und N der Stichprobenumfang.

28
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Signifikanztests im ALM 11

Bei der zweiten Strategie berechnet man fiir die jeweilige Allgemeine Lineare Hypo-

these (ALH) Hy: AB-90=0,
),/
die Priifgrof3e F=— On! P ,
Op | (N —m~1)

Dabei sind p die Anzahl der (linear unabhiangigen) Zeilen der Matrix A der ALH (und
damit die Anzahl der simultan gepriiften Einzelhypothesen),

O = (AB-8) [A(X'X) AT (AB-5) Hypothesenquadratsumme
und Qe =y'y—y' X,é : Fehlerquadratsumme

Auch die letztgenannte Priifgrof3e F' ist unter den Annahmen des ALM und der Giil-
tigkeit der Nullhypothese eine F-verteilte Teststatistik, mit den Zahlerfreiheitsgraden

df; = p und den Nennerfreiheitsgraden df, = N —m — 1.



