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Bedingte Varianz und Kovarianz

Worum geht es in dieser Sitzung?

e Beispiel: Baldwin-Tauschung

 Bedingte Varianz und Kovarianz

* Eigenschaften der bedingten Varianz und der bedingten Kovarianz
 Bedingte Korrelationen und Partialkorrelation

» Das Webersche Gesetz fr Herstellungsexperimente
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Beispiel: Baldwin-Tauschung |

(@) X=1 (b) X =2 (c) X=3

Abbildung 12.1. Drei Baldwin-Figuren.



Beispiel: Baldwin-T&uschung I

Tabelle 12.1. Bedingte Verteilungen der Urteile.

Y (Urteil in mm) PY=y|X=1) [P(Y=y|X=2) [P(Y=Yy]|X=3)
13 0,1 0,0 0,1
14 0,2 0,0 0,2
15 0,4 0,05 0,4
16 0,2 0,1 0,2
17 0,1 0,2 0,1
18 0,0 0,3 0,0
19 0,0 0,2 0,0
20 0,0 0,1 0,0
21 0,0 0,05 0,0
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Baldwin-Tauschung: mogliche Werte

= Y
® £(Y|X)
o Q| X))

3
X (zu beurteilende Figur)

Abbildung 12.2. Idealisierte Darstellung der moglichen Werte der Urteilsvariablen Y fur die drei zu beurteilenden Figuren.
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Baldwin Illusion: bedingte Varlanz |
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X (zu beurteilende Figur)

Abbildung 12.3. Darstellung der bedingten Varianz der Urteilsvariablen Y fiir die drei verschiedenen Werte von X.
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Bedingte Kovarianz: Definition
Definition 12.1. Seien Y, und Y, zwel numerische Zufallsvariablen mit

endlichen Erwartungswerten und endlichen Varianzen und X eine (ein- oder
mehrdimensionale) Zufallsvariable (mit beliebiger Wertemenge), alle drei

auf dem gleichen Wahrscheinlichkeitsraum. Aulierdem seien:
g1 =Y —E(N{IX) und &5:=Y,-E(Y,|X)
die Residuen von Y, bzw. Y, bezuglich ihrer Regression auf X. Die bedingte

Kovarianz von Y, und Y, gegeben X ist dann definiert durch:
Cov(Yy, Yo I X):= E[[Y; — E(Yy [ X)] - Y, — E(Y, [ X)] | X]

=E(& - 51X)
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Bedingte Varianz: Definition

Definition 12.2. Seien Y eine numerische Zufallsvariable mit endlichem Er-

wartungswert und endlicher Varianz und X eine (ein- oder

mehrdimensionale) Zufallsvariable (mit beliebiger Wertemenge), beide auf

dem gleichen Wahrscheinlichkeitsraum. Die bedingte Varianz von Y gegeben

X ist dann die bedingte Kovarianz von Y mit sich selbst. In Formeln:
Var(Y|X) := Cov(Y, Y |X).

Die bedingte Streuung oder bedingte Standardabweichung von Y gegeben X

ist definiert durch:

Std (Y | X) := +Var (Y| X),

d.h. als positive Quadratwurzel aus der bedingten Varianz Var(Y | X).



Bedingte Varianz: Rechenregeln

Var(Y|X) = E(Y? | X) — E(Y| X )?
Var(Y| X)=0, fallsY =«
Var(a+ Y| X) =Var(Y| X)
Var(o-Y | X) = a? Var(Y| X)
Var(ay Y1+ o Yo | X)
= o?Var(Yy | X) + ap2Var(Y, | X) + 20q0pCov(Yq, Yo| X)

Var[f (X)-Y|X]= f(X)2-Var(Y|X)

i) E[Var(Y|X)] = Var(e) =E(&2)
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Bedingte Kovarianz: Rechenregeln
(vii) Cov(Yq, Y2 | X) =E(Y1-Y2 [ X) —E(Y1] X)-E(Y2] X)

(ix) Cov(Yq1,Y,| X)=0, fallsY;=aoderY,=qa
(X)  Cov(ouy + Y1, 0o + Yo | X) = Cov(Yq, Yo | X)
(xi) Cov(a1Yq, 00Yo| X)=0aq100Cov(Yq, Yo | X)
(xil) Cov(oyYq+anYo, B1Z1+ BrZy| X)
= a1 P1 Cov(Yy, Z1 | X) +agPa Cov(Yy, Z2| X)
+ anB1 Cov(Ysy, Z1| X) + anPBy Cov(Yy, Zo| X)
(xiii) Cov[f;(X)-Yy, T2 (X)- Yy | X]= 11(X)- f(X)-Cov(Yy,Y5[ X)

(Xiv) E[COV(Y]_, Yo | X)] = COV(6‘1, 6‘2) = E(El . 6‘2)
10
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Bedingte Korrelation: Definition

Definition 12.3. Unter den gleichen Voraussetzungen wie in Definition

12.1. ist die bedingte Korrelationsfunktion zweier numerischer

Zufallsvariablen Y, und Y, gegeben X definiert durch:

Cov(Yy, Y, | X)
Std (Y, | X)-Std(Y,| X)

Kor(Yq, Yy | X) =

und die bedingte Korrelation gegeben X = x durch:

Cov(Y, Y, | X =X)
Std(Y; | X =x) Std(Y, | X =x)

Kor(Y,, Yo | X =X) =

11



Partialkorrelation: Definition

Definition 12.3. Unter den gleichen Voraussetzungen wie in Definition

12.1 ist die Partialkorrelation zweier numerischer Zufallsvariablen Y, und

Y, bzgl. X definiert durch

COV(El, 82)

Kor(Y,, Y, .X) := ,
(Y2, ¥2.%) Std (&,)- Std (&)

wobeli ¢ , 1 =1, 2, das Residuum bzgl. der Regression E(Y;| X) ist.
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Partialkorrelation: Theorem

Theorem 12.1. FiUr die Partialkorrelation zweier numerischer

Zufallsvariablen Y1 und Y2 bzgl. X gilt:

Ko (Y1,Y2) =Ry, x Ry,[x KOrE(Y|X),E(Y|X)]
2 2
\/1— R? \/1— R? x

Dabei bezeichnen Ry und Ry,  die Determinationsko-

Kor(Y1,Y2.X) =

effizienten der beiden Regressionen E(Yj| X). Im Fall, dass die
Regressionen E(Yj| X) = ajo + aj1X, i = 1, 2, linear sind, gilt
auch:

Kor(Yy,Y,) —Kor (Y, X) - Kor(Y,, X)

Kor(Y1, Y2 .X) = .
J1-Kor (Y, X)2 «yJ1—Kor(Y,, X )2
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