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Bedingter Erwartungswert
Definition 1.

Ist Y eine reellwertige Zufallsvariable mit endlich vielen Werten y,, ..., y, und ist
P(X = x) > 0, dann ist der bedingte Erwartungswert Vvon Y gegeben X = x die mit
den bedingten Wahrscheinlichkeiten P(Y = y, | X = x) gewichtete Summe ihrer
Werte:

n
E(Y|X=x):= D Vi P(Y =y]X=x).
i1

Kann Y nur die beiden Werte 1 und 0 annehmen, dann folgt aus obiger Gleichung:
EY|X=x)=1.PY=1| X=x)+0-P(Y=0| X=x)

=P(Y=1| X=x).



Bedingter Erwartungswert: Rechenregeln

B. Rechenregeln

Sind X' und Y sowie Y; und Y, numerische Zufallsvariablen auf (©2, , P) mit
endlichen Erwartungswerten sowie oo und 3 reelle Zahlen, dann gelten:
Ela| X=x)=a
E(a-Y|X=x)=o-E(Y|X=x)
Elo-Y,+B-Y, | X=x)=a -E(Y | X=x)+P-EY,|X=x)
E¥|X=x)= D EX|X=x,Z=2)-P(Z=2z|X = x)
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Regression

Definition 2.

Die Regression E(Y | X ) kann als diejenige Funktion von X definiert werden,

deren Werte die bedingten Erwartungswerte E(Y | X = x) von Y gegeben X = x

sind. Dabei kann der Regressor X durchaus beliebige Werte annehmen, die nicht

unbedingt Zahlen sein mussen.



Regression: Rechenregeln

Box 6.2. Rechenregeln flr Regressionen

E(la|X)=a, aelR

E(aY|X)=a E(Y|X), acelR

E@Y, +BY, | X)=aEY, | X)+BEY,|X), oBeclR
E[E(Y | X)] = E(Y)

(X)) X]=/(X), fallsf(X)numerisch ist

E
E[EY|X) | f(XO)]=E[Y] f(X)]
E

(X)) Y| X]=f(X)-E(Y|X), fallsf(X)numerisch ist
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Residuum

Definition 3.

Das Residuum & bezlglich einer Regression E(Y | X ) ist definiert als
Abweichung der Zufallsvariablen Y von ihrer Regression E(Y | X') auf X.

In Formeln: ¢:=Y-E(Y | X).
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Abbildung 1: Die Regressionen von Y und & auf einen numerischen
Regressor X. In diesem Beispiel sind die bedingten Varianzen des
Residuums von X abhéngig. Das Zeichen o markiert die Werte der
Regression E(e | X)) und die Werte des Residuums e.
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Eigenschaften des Residuums

Box 6.3. Die wichtigsten Eigenschaften des Residuums

(i) Y=EY|X)+e¢

(i) E(e) =0

(iii) E(e|X) =0

(v) Ele|f(X)] =0

(v) Ele|E(Y[X)]=0

(vi) Cov(e,X) = 0, falls X numerisch ist

(vii) Cov(e, X)) =0, i=1,.., m, falls X= (X, ..X ) numerisch ist
(viil) Covleg, f(X)] =0, fallsf(X) numerisch ist

(ix) Covle,E(Y | X )]=0

q (X) Var(Y)=Var [E(Y|X)] + Var(e)



Determinationskoeffizient

Ein Begriff, der unmittelbar auf den oben behandelten Eigenschaften des
Residuums ¢ [insb. auf Regel (x)] basiert, ist der des Determinations-
koeffizienten, der fir jede numerische Zufallsvariable Y mit endlichem
Erwartungs- wert E£(Y) und endlicher Varianz Var(Y ) definiert ist, und zwar
durch:

, _ Var[E(Y|X)]
N ar(r)

, fallsVar(Y)>0
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Determinationskoeffizient (fortgesetzt)

Der Determinationskoeffizient lasst sich als der durch X determinierte
Varianzanteil von Y interpretieren. Wie man sehen kann, addiert er sich mit
dem Residualvarianzanteil von Y zu 1 auf, falls Var(Y) > O:

_ Var(Y) _ Var[E(Y|X)] N Var(¢g)
Var(Y) Var(Y) Var(Y)

10
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Multiple Korrelation

Die Wurzel aus dem Determinationskoeffizienten heif3t
multiple Korrelation. FUr diese gilt auch:

Ry =KorlY, E(Y| X)]

11
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Der allgemeine Regressionsbegriff

Definition 4.
Seien (QQ, , P)ein Wahrscheinlichkeitsraum, Y eine numerische
Zufallsvariable auf (€2, , P) mit endlichem Erwartungswert

[d. h. —0o < E(Y) < +0?] und X eine diskrete Zufallsvariable auf
(Q, , P)mitden Werten x,, ..., x,, fur die jeweils P(X = x,) > 0 gilt.

Dann heilst die Zufallsvariable
n
EY|X) = D EX|X=x)Ix_,
i=1

Regression von Y auf X oder bedingte Erwartung von Y unter X.



